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桨叶的组合共振理论建模与分析 

李贞坤，程起有，朱艳，钱峰，刘晨，代志雄 

（中国直升机设计研究所 直升机旋翼动力学重点实验室，江西 景德镇 333001） 

摘要：目的 对直升机单片桨叶在 2 个激励力下的组合共振进行理论研究。方法 桨叶以固定角速度旋转，

视为旋转的细长悬臂梁，受 2 个不同频率的简谐激励力作用。首先基于哈密顿原理推导旋转梁控制方程，

考虑几何大变形和非线性惯性。其次对方程无量纲化，并采用伽辽金法对控制方程进行离散，最后使用摄

动法中的 L-P 法（Lindstedt-Poincare method）对无量纲方程进行求解。结果 获得了组合共振产生条件，同

时得到了组合共振下的稳态幅频响应和相应的时间历程图。进一步获得了超谐波/次谐波共振与组合共振同

时发生的条件，并对组合共振进行了参数分析，探索了各个激励频率成分、阻尼和激振位置等对组合共振

的影响。结论 当 2 激励力满足 2Ω1±Ω2=ω0、2Ω2±Ω1=ω0 或 1/2(Ω1±Ω2)=ω0 其中之一时，旋转梁可能发生组

合共振。组合共振响应中，自由振动成分占主导，存在超谐波共振时，组合共振振幅得到进一步增强。 
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Theoretical Modeling and Analysis on the Combination Resonance of Rotating Blade 

LI Zhen-kun, CHENG Qi-you, ZHU Yan, QIAN Feng, LIU Chen, DAI Zhi-xiong 

(Science and Technology on Rotorcraft Aeromechanics Laboratory, China Helicopter Research and  

Development Institute, Jiangxi Jingdezhen 333001, China) 

ABSTRACT: This paper is to theoretically investigate the combination resonance of a single helicopter rotating blade under 

two excitation forces. The blade rotates at a fixed angular velocity and is regarded as a rotating slender cantilever beam, which is 

subjected to two excitation forces with different frequencies. Firstly, the governing equations of the rotating beam are derived 

with the aid of Hamilton's variation principle, considering large geometric deformation and nonlinear inertia. Secondly, the equ-

ations are dimensionless, and the governing equation is discretized by applying the Galerkin scheme. Finally, the L-P method 

(Lindstedt-Poincare method) in the perturbation approach is applied to solve the dimensionless equation. The conditions of 

combination resonance are obtained and the steady-state amplitude-frequency response curves, as well as the corresponding time 

history diagram under the combined resonance are obtained; further obtain the conditions for the simultaneous occurrence of 
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super-harmonic/sub-harmonic resonance and combination resonance, and analyze the parameters of combination resonance to 

explore the influence of each excitation frequency component, damping and excitation position on the combination resonance. 

Results reveal that when the two excitation forces satisfy one of the conditions, 2Ω1±Ω2=ω0, Ω2±Ω1=ω0 or 1/2(Ω1±Ω2)=ω0, the 

combination resonance may occur in the rotating beam; the free vibration part is dominant in combination resonance, and the 

combination resonance amplitude is further enhanced in the presence of super-harmonic resonance. 

KEY WORDS: combination resonance; nonlinear vibration; rotating cantilever beam; L-P method; helicopter blade vibration; 

perturbation method 

旋转叶片广泛应用于工业领域，如风力发电机叶

片、飞机发动机叶片、螺旋桨叶片以及直升机桨叶等。

由于共振和颤动引起的桨叶失效问题是桨叶故障的

主要原因之一，因此深入地了解旋转桨叶的动力学行

为有助于减少桨叶的振动故障。 

细长的桨叶可视为旋转的悬臂梁，基于线弹性小
变形理论，研究者建立了诸多动力学模型来研究旋转
梁的线弹性动力学行为，如旋转桨叶的共振频率与模
态等问题[1-3]。其后，研究者考虑了更复杂的情况，
如旋转梁处于热环境、采用复合材料以及考虑裂纹
等，以研究旋转梁的动特性。Qin 等[4]研究了旋转复
合材料薄壁梁的自由振动特性，考虑了气动力和湿热
环境的影响。Xie 等[5]采用有限元对含裂纹的旋转梁
进行了研究，考虑了离心效应与裂纹效应的耦合。
Liang 等[6]研究了弯扭耦合旋转梁，讨论了控制方程
中螺旋项和离心项的作用。Guo 等[7]基于铁木辛柯梁
理论，研究了含预安装角和扭转角的旋转渐变梁 6 个
位移分量之间的耦合效应。 

高速旋转的桨叶叶尖周围的流场非常不稳定，在
强烈的周期性气流扰动下可能产生大振幅的非线性
振动[8]，而当前基于线弹性小变形理论获得的结果和
结论不足以解释观测到的非线性问题。因此，研究者
对旋转桨叶的非线性动力学行为（如主共振、次共振
等）进行了研究，同时对功能梯度材料、温度分布、
粘弹性等影响开展了讨论[9-10]。Chen 等[11]研究了有预
变形旋转梁的 3︰1 内共振，预变形来自热梯度分布，
考虑了二次和三次非线性，采用多尺度法求解，并用
数值法进行了验证。Thomas 等[12]考虑了不同非线性
来源导致的几何非线性，分别建立了 3 种模型，采用
解析和有限元的方法求解，研究了大挠度下的跳跃行
为，以及不同转速下的软化/硬化特性。Emam 等[13]

对附着有质量–弹簧系统的旋转梁亚结构的主共振进
行了研究，采用摄动法求解，讨论了系统在自由振动
和受迫振动下的响应。Yao 等[14]研究了变转速旋转梁
的动特性，考虑梁的扭转和高温高速气流等的影响，
采用数值方法分析了叶片的主共振及 1︰1 内共振。 

在上述研究中，研究人员研究了旋转梁的主共振

现象，即激励频率接近叶片的固有频率。非线性系统

中存在更复杂的共振机制，其他不接近共振频率的激

励频率也可能导致共振，如超谐波共振、亚谐波共振

和组合谐波共振[15]。以组合谐波共振为例，当桨叶受

2 个及以上频率激励时，如果 2 个激励频率满足特定

的关系，即使 2 个频率均远离桨叶共振频率，桨叶同

样会发生共振。Inoue 等[16]在实验中证实了风轮机叶片

存在超谐波共振。Shahgholi 等[15]利用谐波平衡法研究

了旋转轴的组合共振和次谐波共振。Zhang 等[17-18]探

索了预扭转旋转梁的主共振、超谐波和组合谐波共振

等情形，采用多尺度法求解，并使用 Runge-Kutta 法

对结果进行了验证。熊春等[19]采用多尺度法开展了旋

转 Rayleigh 梁在轴向力下的参数稳定性分析，研究了

超谐波共振和组合共振。伊海铭等 [20]针对双转子系

统，采用四阶 Runge-Kutta 法分析了分岔区域的组合

共振特性。 

由以上文献总结可知，文献中对桨叶的非线性主

共振研究较多，次共振特别是组合共振研究较少，而

针对直升机桨叶的组合共振研究更少。本文对直升机

桨叶的组合共振进行了研究，基于哈密顿原理推导出

含几何非线性与非线性惯性的控制方程。采用伽辽金

法离散，并使用摄动法中 L-P 法（Lindstedt-Poincaré 

method）求解，分析了组合共振发生条件及相应的稳

态幅频响应，讨论了超/次谐波共振与组合共振共存

的可能，并对组合共振进行了参数分析，探究了激励

力和阻尼等对共振的影响。 

1  建模与求解 

1.1  模型建立与无量纲 

如图 1 所示，以 Bo105 桨叶为研究对象[21]，将

桨叶视为旋转的细长悬臂梁，绕 Z 轴以角速度 Ω 旋

转，桨叶长度为 R，挥舞方向（Z 方向）上受 2 个周 
 

 
 

图 1  桨叶受 2 个不同激励频率的力作用示意及坐标关系 
Fig.1 Schematic diagram and coordinate relationship of the 

blades subjected to two different excitation frequencies 



·78· 装 备 环 境 工 程 2022 年 6 月 

 

期变化分布的力 F1、F2 作用，激励力频率分别为 Ω1、

Ω2。桨叶轴向和横向位移分别为 U(X,T)、W(X,T)，X

和 T 分别表示横坐标和时间，D1、D2 为作用力离固

定端的距离。 

桨叶应变能可写为： 
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动能和外力功分别为： 
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根据哈密尔顿原理，对总能量求变分： 
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将公式（1）—（3）代入方程（4）进行相应变

换，并保留到三次项，可得旋转梁运动方程为： 
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式中： 为密度；EI 为梁弯曲刚度，其中 E 为弹

性模量，I 为截面惯性矩；C 为阻尼系数； 为 Dirac

函数。等式（5）左边与时间 T 相关的三次项为非线

性惯性，产生软化效应（Softening Effect），其他非线

性项则为几何大变形引起，产生硬化效应（Hardening 

Effect），含  项为旋转产生。如果令转速  为 0，

方程退化成经典的悬臂梁非线性振动控制方程[22]，见

式（6）。 
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使用合适的参数，式（5）可无量纲化为：  
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采用的无量纲参数为： 
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其中 ωL 是悬臂梁一阶振动频率：  
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偏微分方程（7）可采用伽辽金法离散成二阶常

微分方程： 
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式中： ( )n x 为悬臂梁各阶模态函数； ( )nq t 为对

应的广义时间坐标。将式（10）代入式（7），并分别

乘以对应的各阶模态函数 ( )i x ，对 x 从 0 到 1 积分

可得离散后的方程为（取 N=1）： 
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式中：上标点号(  )和撇号( ' )分别代表对时间 t

和坐标 x 的导数。 

1.2  摄动法求解 

在控制方程已离散的基础上，采用摄动法中的

L-P 法[23]求解上述常微分方程。根据 L-P 法，式（11）
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可以写为： 
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


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

 
 



  

 

  



 


 











 

 

 







  (14) 

2 个外激励频率改写为： 

1 1 2 2,t t       (15) 

将式（13）—（15）代入方程（12），并令方程

两端  同次幂系数相等，得： 

   
2

2 20
0 0 0 1 1 1 2 2 22

d
cos cos

d
q f f

q      


     

 (16) 
22

2 2 0 01
0 1 0 0 0 12 2

22
2 2 20 0
0 0 0 02

3
0

dq dd
2

dd d

d dq

dd

q
q

N N

q

q
qq

q      
 

 


 



  

 




 


 

 (17) 
方程（16）的解为： 

     0 0 1 1 1 2 2 2

1
1 2 2

0

2
22 2

1 2 0

cos cos cos ,

,

q A

f f

       

 





     

 
   

 

 (18) 
其中， 0q 解的第 1 项  0 cosA   表示自由振动，

响应频率为旋转梁一阶共振频率，第 2、3 项表示受

迫振动，响应频率与激励频率一致。 

将方程的解（18）代入方程（17），提取同时含

有 1 2,  的项可得： 

   

       

   

2
2 2 2 21
0 1 0 1 2 1 1 2 2 1 1 2 2 0 1 2 0 0 1 22

2 1 1 2 1 1 2 1 2 2 1 2

2
1 2 2 2 1 1 2 2 1 1

d 1
cos 2 2 cos 2 2

2d

cos cos cos cos

cos 2 2

3 3

4 2

3

4
cos 2 2

q A NA
q                  


               

         

          

       

    
 

          

       

 

  

1 1 2 2 1 2

,

,            

 (19) 

由式（19）可知，当 1 2,  满足一定的关系，有

可能发生组合共振，即： 

 
 

1 2 2 1 1 2

1 2 0 2 1 0 1 2 0

      2 ,  or 2 ,  or 2 ,

i.e. 2 , or 2 , or 1 2

        

        

     

     
 

 (20) 
以 1 22    为例，此时 1 2 02    ， 0 为当

前转速下悬臂梁共振频率，有： 

     
   

2 1 2 1

2 1

cos 2 cos cos 2

sin sin 2

       

    

       

   
 (21) 

在式（19）中消除永久项，得幅频响应曲线为： 

 2 2
1 0 2

2
2 2 22
0 10 0

0

1
3

4

3 1

8 4

N

AN A

    

  


      
 

     
    

 (22) 

其中： 
2 2 2
1 2 1 2

1 2
0 0

3 1
,

8 4

Λ Λ Λ Λ 
 


    (23) 

1.3  同时存在组合共振与超/次谐波共振 

回到公式（19），只保留了同时包含 1 和 2 的项，

其余的项被舍弃，以研究组合共振发生条件。在满足

组合共振条件下，如果 1 、 2 还满足额外条件，则可

能在组合共振产生的同时发生超谐波或次谐波共振。 

将方程的解（18）代入方程（17），在所得的方

程中提取包含 1 或 2 的项可得： 

 
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1 0 0 1 2

2
0

3
2 2 2

3
1 1

1

1 11

1

d
rhs Eq.(19)

d

cos

cos

3 1 3

4 2 2

3

2

3 1 3

4 2 2

3

2
1

4
1

4

cos 3 3

cos 3 3

q

Λ NA Λ Λ Λ

A Λ

Λ NA Λ Λ Λ

A Λ

Λ

Λ

q  


  

 

  

 

  

  

 

   
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

   

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





 

 

 (24) 
当满足式（20）任一条件时，会发生组合共振。

若此时 1 、 2 还满足以下条件之一，则会同时发生超

谐波共振： 
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1 2 1 L

2 L

1 3 ,  or 1 3 ;  i.e. 1 3 ,

or 1 3

     
 

  


  (25) 

类似地，组合共振与次谐波共振会同时发生，若

1 、 2 还满足： 

1 2 1 L 2 L3 , or 3 , i.e. 3 ,or 3            (26) 

以同时存在组合共振与超谐波共振为例，使用公

式（20）和式（25），即： 

1 2 22 = ,  1 3        (27) 

代入式（24）中消除永久项可得幅频响应方程为： 
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 

   
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2 2 2
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3

4
3

2 + cos 0
4

3
1

4

A

A NA

A A A

     

  

  

    

       

   

  

 

   

   





  (28) 

1.4  计算方法验证 

为了验证本计算方法的有效性，采用 L-P 法对文

献[24]中悬臂梁非线性振动控制方程进行求解，并与

文献中结果进行比较。与文献一样采用一阶模态离

散，离散后控制方程为： 

 32 cosq q qq K t        (29) 

与 1.3 节类似，将激励频率 ωi 和广义时间坐标 iq

展开为  的级数，并代入式（29），令方程两端  同

次幂系数相等得： 
2

0 02

d
0

d
q q


    (30) 

2 2
3

1 1 0 0 1 02 2

d d d
2 2 cos

dd d
Kq q q q q  

 
      

 (31) 
方程（30）的解为：  0 0 cosq A    ，代入方

程（31）消除永久项可得幅频响应方程为： 
2 2

2 2 2
1 0 0

3

8 4

K
A A  

      
   

  (32) 

式（32）与文献中多尺度法结果一致，证明本文

采用计算方法的正确性。 

2  结果与讨论 

2.1  组合共振 

根据式（22）可作无量纲幅频响应曲线（如图 2 所

示），采用的无量纲参数为：Λ1=Λ2=0.05，μ=1.5×10‒4。

与线弹性振动相比，非线性振动幅频响应曲线与线弹

性最显著的区别为在共振点附近曲线左右不对称。由

图 2 可知，幅频响应曲线展现出向左偏的趋势，即表

现出软化特性（Softening Effect），且幅频曲线的频率

与振幅不再是一一对应，而是表现出多值性，以及跳

跃现象。当激励频率由小增大，曲线沿着左下半支前

行，在虚线处跳跃到右上半支；当激励频率由大减小，

曲线沿着右半支前行，到顶点后跳跃到左下半支。 
 

 
 

图 2  无量纲幅频响应曲线 
Fig.2 Dimensionless amplitude frequency resonance 

response curve 
 
由式（18）可知，非线性振动与线弹性振动的另

一区别在于桨叶的响应是由 2 部分组成：自由振动部

分  0 cosA   ，频率为旋转悬臂梁共振频率 0 ；受

迫振动部分    1 1 1 2 2 2cos cos        ，响应频率

分别对应两激励力频率 Ω1 和 Ω2，且发生组合共振时

存在关系 2Ω1+Ω2=ω0，令： 

1 0 2 0= 2 5 , =1 5      (33) 

取共振时桨叶的时间历程进行分析，如图 3 所

示。图 3a、b 为受迫振动部分 2 个激励的响应，两者

振幅相同，Λ1=Λ2=0.05，相位不同。图 3c 为自由振动

部分时间历程，无量纲振幅 A0=0.11，大于两激励力

振幅，且略大于两者的合振幅。图 3d 为旋转梁的合

响应，振幅为三者的叠加，同时放上组合共振响应作

对比，可以看出，组合共振振幅占总振幅的 1/2。 

2.2  参数分析 

图 4 与图 5 分别展示了无量纲自由振动频响曲线

和最大响应振幅 Amax 随激励力 f1、f2 的变化。图 4a

和图 5a 表明，随着 f1、f2 增大，两无量纲响应振幅均

增大，此为两者共同点。图 4b 和图 5b 表明，自由振

动最大振幅随受迫激励力 f1、f2 增加的程度不一。图

4b 中，f1 增大，振幅类似于幂指数增加；f2 增大，振

幅成比例增加。 

作最大振幅 Amax 与激励力大小的比值图，如图 6

所示。可以看出，Amax/f1 呈线性关系，Amax/f2 为常数，

表明组合共振振幅与激振力 f2 呈线性关系，却与 f1

呈平方关系，即在当前受力形势下 f1（激励频率 Ω1）

对组合共振的振幅影响更大。 
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图 3  无量纲时间历程 
Fig.3 Dimensionless time histories at the resonance point: a) excitation force f1; b) excitation force f2; c) the free  

vibration part; d) the total response (solid line) and combined resonance response (dashed line) 
 

 
 

图 4  不同激励力 f1 下的无量纲频响曲线和最大振幅 
Fig.4 Dimensionless frequency response curve (a) and the maximum amplitude (b) under different excitation force f1 

 

 
 

图 5  不同激励力 f2 下的无量纲频响曲线和最大振幅 
Fig.5 Dimensionless frequency response curve (a) and the maximum amplitude (b) under different excitation force f2 
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图 6  Amax/ fi 随 fi 变化（i=1,2） 
Fig.6 Ratio of Amax/ fi with different fi (i=1,2) 

 

激励力位置对响应的作用如图 7 所示。无量纲参

数 d1 和 d2 表示激励力 f1、f2 与固定端的距离。由图 7 

可知，随着 d1 的增加，即激励力远离固定端，曲线

振幅相应增加；d2 的影响趋势与 d1 一致。仔细对比

图 7a、b 可知，响应的振幅随 d1 变化更剧烈。这与

前文观察的现象一致，d1 与 f1 相关联，响应振幅与

f1
2 成正比，而仅与 f2 成正比，因此响应随 d1 的变化

更大。 

如前文所述，组合共振的存在极大地提高了旋转

梁横向运动的振幅。对比图 3c、d 可知，组合共振使

得振幅提高了 1 倍，极大地增加了桨叶的不稳定性和

破坏的可能。不同阻尼下自由振动部分的无量纲频响

曲线如图 8 所示。由图 8b 可知，增大阻尼能迅速地

减小自由振动部分振幅，如无量纲阻尼从 3×10‒4 增大

到 6×10‒4，振幅降低了 50%。因此，增大阻尼能有效

抑制组合共振强度，防止旋转梁振幅过大而导致潜在

的破坏。 

 

 
 

图 7  响应随激励力位置的变化 
Fig.7 Changes of position of the excitation force on the response 

 

 
 

图 8  不同阻尼下的无量纲频响曲线和最大振幅 
Fig.8 Dimensionless frequency response curve (a) and maximum amplitude (b) under different damping; 

 

2.3  超谐波共振与组合共振共存 

由 2.2 节可知，在组合共振条件下，无量纲频率

满足特定关系则可能同时发生超谐波或超谐波共振。

在 1 22    、 2 1 3  条件下的幅频响应曲线如图

9 所示，此时同时存在组合共振与超谐波共振。图 9

同时展示了普通组合共振，如虚线所示。对比可知，

存在超谐波共振的组合共振振幅更大。由式（24）可

知，额外的振幅来源于超谐波共振，等号右边的项

 3
2 2cos 31 4    对振幅产生了贡献，而不满足特

定条件时，这一项在普通共振中不存在，因此最终振

幅高于普通组合共振振幅。 
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图 9  有超谐波共振存在的组合共振（CR+SR）与 

普通组合共振（CR）对比 
Fig.9 Comparison of combination resonance (CR+SR) with 
the coexistence of super-harmonic resonance and commom 

combination resonance (CR) 
 

3  结论  

本文研究了旋转梁横向运动下受到 2 个激励力

的组合共振，采用 Hamilton 原理推导了旋转梁控制

方程，同时考虑了几何非线性与非线性惯性。采用

L-P 法对控制方程进行求解，获得了组合共振发生条

件和共振时的幅频响应曲线方程，对组合方程进行参

数分析，并进一步研究同时存在超/次谐波共振与组

合共振的条件，研究获得如下结论： 

1）当两激励频率满足 2Ω1±Ω2=ω0、2Ω2±Ω1=ω0

或 1/2(Ω1±Ω2)=ω0 条件之一时，旋转梁可能发生组合

共振，此时桨叶的响应既有 2 个激励频率成分，又有

自由振动成分。 

2）以 2Ω1±Ω2=ω0 条件为例进行的分析表明，旋

转梁表现出软化特性，组合共振中自由振动部分占主

导，其振幅与两受迫振动振幅叠加相当。 

3）参数分析表明，在 2Ω1±Ω2=ω0 条件下，激振

力 f1 的大小和位置对组合共振影响更大，振幅与 f1

呈平方关系，与 f2 呈线性关系。 

4）在条件 1）满足的情况下，若 Ω1=1/3ω0 或

Ω2=1/3ω0，会同时存在超谐波共振；若 Ω1=ω0 或

Ω2=ω0，会同时存在次谐波共振。Ω2=1/3ω0 的结果表

明，同时存在超谐波共振时，会进一步增加组合共振

的振幅。 
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