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摘　要：根据 ２０００—２０１２年全国城镇生活污水排放量数据，建立了相应的 ＧＭ（１，１）模型和预测函数。通过后验差检验等

对预测函数进行了评估，并对 ２０１３—２０１７年城镇生活污水排放量进行了预测，结果表明，２０１３—２０１７年全国城镇生活污水

的排放量逐年增加，呈上升趋势，从 ２０１３年的 ４７７．２７３６亿 ｔ上升到 ２０１７年的 ６２４．１０２２亿 ｔ；灰色预测模型和方法简单易

用，利用较少的数据即可进行精度较高的预测。
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　　随着我国人口的增加、经济的发展和城镇化进
程的加快，城镇生活污水的排放呈现逐年增加的趋

势，其造成的水体污染已相当严重，成为城镇化进

程中不可忽视的问题。为有效地控制污水排放量，

减少其对水体的污染，分析和预测未来几年的城镇

生活污水排放量十分必要。

１　常用的污水排放量模型
目前常用的污水排放量预测模型和方法为回

归分析法、灰色模型、ＢＰ人工神经网络法等［１－２］
。

回归分析法是一种应用广泛的方法，在污水排

放量预测中常用的是多元线性回归，但回归分析要

求大样本，只有通过大量的数据才能得到量化的规

律，这对很多无法得到或者一时缺乏数据的实际情

景的解决带来了困难。

人工神经网络模型是一种包含许多简单的非

线性计算单元或连接点的非线性动力系统，而 ＢＰ

人工神经网络是其中应用最广泛的一种。污水排

放量与相关影响因素之间关系复杂，ＢＰ网络模型
强大的非线性映射能力可以较好地处理这方面的

问题，然而 ＢＰ网络模型通常也存在学习效率低、
收敛速度慢和易陷于局部极小状态的问题

［２］
。

灰色系统理论
［３］
是邓聚龙教授于１９８２年在国

际上首先提出的一种研究“部分信息已知，部分信

息未知”的小样本、贫信息的不确定性系统的方

法。其中的灰色预测通过对原始数据进行生成处

理来寻找系统变动的规律，生成有较强规律性的数

据序列，然后建立相应的微分方程模型，从而预测

事物未来发展趋势的状况。

灰色预测所需数据量不大，在数据缺乏时十分

有效。其不同于回归分析，不建立数据模型，而利
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用对原始数据进行生成处理后的生成序列数据建

立模型，进行预测，不受样本容量的限制，样本不需

要规律性分布。其中的 ＧＭ（１，１）模型是灰色预测
中常用的模型。

污水排放量受到人口、经济发展水平、经济结

构、居民生活水平、生活习惯等诸多因素的共同影

响，影响因素较多且较为复杂，其中有些因素难以

清晰的分析与衡量。这些符合灰色系统的特征。

现主要运用灰色预测理论，根据 ２０００—２０１２年全
国城镇生活污水排放量的数据（见表 １）建立 ＧＭ
（１，１）模型，并对该模型进行精度等级检验。

表 １　２０００—２０１２年全国城镇生活污水排放量① 亿 ｔ

年份 ２０００ ２００１ ２００２ ２００３ ２００４ ２００５ ２００６ ２００７ ２００８ ２００９ ２０１０ ２０１１ ２０１２
排放量 ２２０．９ ２２７．７ ２３２．３ ２４７．６ ２６１．３ ２８１．４ ２９６．６ ３１０．２ ３３０．０ ３５５．２ ３７９．８ ４２７．９ ４６２．７

①数据来自环保部网站的历年《全国环境统计公报》（ｈｔｔｐ：／／ｚｌｓ．ｍｅｐ．ｇｏｖ．ｃｎ／ｈｊｔｊ／ｑｇｈｊｔｊｇｂ／），其中《全国环境统计公报（２０１３年）》尚未发布。

２　ＧＭ（１，１）模型的建立
灰色预测理论的 ＧＭ（１，１）建模方法，首先对

原始数据序列经过累加生成，后建立微分方程模

型，利用微分方程以及初值条件进行数据序列的

预测。

设有原始数据序列为：

ｘ（０）＝［ｘ（０）（１），ｘ（０）（２），…，ｘ（０）（ｎ）］ （１）
对以上原始数据序列作一次累加生成处理

后，得：

ｘ（１）＝［ｘ（１）（１），ｘ（１）（２），…，ｘ（１）（ｎ）］ （２）

ｘ（１）（ｋ）＝∑
ｋ

ｉ＝１
ｘ（０）（ｉ），ｋ＝１，２，…，ｎ （３）

式中生成序列式（２）与原始序列式（１）相比
较，其平稳程度增加而随机程度得到弱化。生成序

列可用一阶微分方程描述其变化趋势。

ＧＭ（１，１）的灰微分方程为 ｘ（０）（ｋ）＋αｚ（１）（ｋ）
＝μ （４）
式中：

ｚ（１）———ｘ（１）的紧邻均值生成序列，称为背
景值；

ｚ（１）（ｋ）＝１
２
［ｘ（１）（ｋ－１）＋ｘ（１）（ｋ）］，ｋ＝２，３，

…，ｎ
ｘ（０）（ｋ）———灰导数；
α———发展系数；
μ———灰作用量。
对应的白化方程为：

ｄｘ（１）（ｋ）
ｄｔ

＋αｘ（１）（ｋ）＝μ （５）

其初始条件为 ｘ（１）（１）＝ｘ（０）（１）。式中待定
参数 α和 μ用最小二乘法估计可得：

［α，μ］ｒ＝［ＢｒＢ］－１ＢｒＹ （６）

式中 Ｂ为数据矩阵，Ｙ为参数向量，分别按式
（７）和（８）计算，其中：

Ｂ＝

－ｚ（１）（２） １

－ｚ（１）（３） １
 

－ｚ（１）（ｎ）













１

（７）

Ｙ＝［ｘ（０）（２），ｘ（０）（３），…，ｘ（０）（ｎ）］ｒ （８）
求微分方程的解，得到时间响应函数：

ｘ^（１）（ｋ＋１）＝ ｘ（０）（１）－μ[ ]α ｅ－αｋ＋μα，ｋ＝１，
２，…，ｎ－１ （９）

其中取 ｘ^（１）（１）＝ｘ^（０）（１）＝ｘ^（０）（１）。再进行
累减还原，得到还原值（预测值）为：

ｘ^（０）（ｋ＋１）＝ｘ^（１）（ｋ＋１）－ｘ^（１）（ｋ），ｋ＝１，２，
…，ｎ－１ （１０）

利用 ＭＡＴＬＡＢ编程［４－５］
可求得 α、μ，由式

（１０）即可进行数据序列的灰色预测。

３　计算结果
利用 ＭＡＴＬＡＢ编程求得 α＝－０．０６７１，μ＝

１９１．５６３８，则污水排放量的时间响应序列为 ｘ^（１）（ｋ
＋１）＝３０７５．８０ｅ０．０６７１ｋ－２８５４．９０，污水排放量的
预测公式为：

ｘ^（０）（ｋ＋１）＝ｘ^（１）（ｋ＋１）－ｘ^（１）（ｋ）＝
１９９．６１ｅ０．０６７１ｋ

经计算后可以得２０００—２０１２年城镇生活污水
排放量的预测值，见表２。

４　模型精度检验与适用性讨论
对建立的 ＧＭ（１，１）模型按表３进行相对误差、

绝对关联度、后验差和小误差概率检验，见表４。
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表 ２　城镇生活污水排放量的 ＧＭ（１，１）模型计算结果

序号 年份 实际值／亿 ｔ 预测值／亿 ｔ 残差／亿 ｔ 相对误差

１ ２０００ ２２０．９ ２２０．９０００ ０．００００ ０．００００
２ ２００１ ２２７．７ ２１３．４５３２ １４．２４６８ ０．０６２６
３ ２００２ ２３２．３ ２２８．２５７３ ４．０４２７ ０．０１７４
４ ２００３ ２４７．６ ２４４．０８８２ ３．５１１８ ０．０１４２
５ ２００４ ２６１．３ ２６１．０１７０ ０．２８３０ ０．００１１
６ ２００５ ２８１．４ ２７９．１２００ ２．２８００ ０．００８１
７ ２００６ ２９６．６ ２９８．４７８４ －１．８７８４ ０．００６３
８ ２００７ ３１０．２ ３１９．１７９５ －８．９７９５ ０．０２８９
９ ２００８ ３３０．０ ３４１．３１６４ －１１．３１６４ ０．０３４３
１０ ２００９ ３５５．２ ３６４．９８８５ －９．７８８５ ０．０２７６
１１ ２０１０ ３７９．８ ３９０．３０２４ －１０．５０２４ ０．０２７７
１２ ２０１１ ４２７．９ ４１７．３７２０ １０．５２８０ ０．０２４６
１３ ２０１２ ４６２．７ ４４６．３１９０ １６．３８１０ ０．０３５４

表 ３　灰色模型精度检验等级［６］

等级

指标

平均相对
误差 Δ

绝对关
联度 ｇ

后验
差 Ｃ

小误差
概率 Ｐ

一 ０．０１ ０．９０ ０．３５ ０．９５
二 ０．０５ ０．８０ ０．５０ ０．８０
三 ０．１０ ０．７０ ０．６５ ０．７０
四 ０．２０ ０．６０ ０．８０ ０．６０

表 ４　ＧＭ（１，１）模型检验指标值

模型
平均相对

误差 Δ
绝对关联

度 ｇ
后验差

Ｃ
小误差

概率 Ｐ

生活污水 ０．０２２２ ０．９９９９ ０．１１９１ １

根据表３与表４的对比可知，相对误差检验结
果为二级，绝对关联度、后验差和小误差概率检验

结果均为一级，故此模型精度为二级。对比表５的
ＧＭ（１，１）模型适用范围［７］

可知此模型可用于中长

期预测。

表 ５　ＧＭ（１，１）模型的适用范围

发展系数范围 适用范围

－α≤０．３ 可用于中长期预测

０．３＜－α≤０．５ 可用于短期预测，中长期预测慎用

０．５＜－α≤０．８ 作短期预测应十分谨慎

０．８＜－α≤１ 应采用残差修正 ＧＭ（１，１）模型
－α＞１ 不宜采用 ＧＭ（１，１）模型

５　模型预测
用此模型对未来几年城镇生活污水排放量进

行预测。２０１３—２０１７年全国城镇生活污水排放量
预测值见表６。

表 ６　全国城镇生活污水排放量预测值 亿 ｔ

年份 ２０１３ ２０１４ ２０１５ ２０１６ ２０１７
排放量 ４７７．２７３６ ５１０．３７５１ ５４５．７７２４ ５８３．６２４７６２４．１０２２

６　结论
（１）２０１３—２０１７年全国城镇生活污水的排放

量呈逐年上升趋势，从２０１３年的４７７．２７３６亿 ｔ上
升到２０１７年的６２４．１０２２亿 ｔ，每年的平均上升速
率为２９．３７亿 ｔ。

（２）所选用的灰色预测模型和方法简单易用，
不需像回归分析法、ＢＰ人工神经网络法那样考虑
影响系统行为的种种因素，利用较少的数据即可进

行精度较高的预测。但同时应注意，利用 ＧＭ（１，
１）模型所建立的预测函数表达式，反映出其更适
用于具有较强指数规律的序列。城镇生活污水排

放量较符合这一特征。

［参考文献］

［１］　王凤仙，李树平，陶涛．城市污水量预测模型及方法综述［Ｊ］．

河南科学，２００９，２７（４）：４８３－４８７．

［２］　王凡．城市污水排放量预测研究［Ｄ］．上海：华东师范大

学，２０１１．

［３］　邓聚龙．灰色系统理论教程［Ｍ］．武汉：华中理工大学出版

社，１９９０：１－２０．

［４］　唐丽芳，贾冬青，孟庆鹏．用 ＭＡＴＬＡＢ实现灰色预测 ＧＭ（１，

１）模型［Ｊ］．沧州师范专科学校学报，２００８，２４（２）：３５－３７．

［５］　宋新山，邓伟，张琳．ＭＡＴＬＡＢ在环境科学中的应用［Ｍ］．北

京：化学工业出版社，２００８：２０１－２０８．

［６］　肖新平，宋中民，李峰．灰技术基础及其应用［Ｍ］．北京：科学

出版社，２００５：１３９．

［７］　刘思峰，邓聚龙．ＧＭ（１，１）模型的适用范围［Ｊ］．系统工程理

论与实践，２０００，２０（５）：１２１－１２４．

—３４—

第 ６卷　第 ４期 杨旭等．基于 ＧＭ（１，１）模型的城镇生活污水排放量预测 ２０１４年 １０月


