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摘要：目的 研究均匀各向异性介质中电磁源的辐射特性及其规律。方法 基于电磁场的方向多长度标准理

论，建立各向异性介质中标量势的达朗伯方程，求解微分方程得到推迟形式的标量势和矢量势的解析表达

式，通过与现有文献比较验证该表达式正确性。结果 得到了电各向异性介质中电偶极子的辐射电磁场，当

介质为各向同性介质时，所得辐射场与现有文献完全一致，数值仿真了电偶极的辐射特性和结果的物理机

制。结论 在各向异性介质中，电偶极的辐射特性具有各向异性特性，在某一方向观测时，与该方向垂直方

向的介电常数越大，辐射越强。为各向异性介质如磁化等离子体等介质中雷达、天线的工程优化设计提供

了理论基础。 
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Anisotropic Radiation Characteristics of Electric Dipole 

LI Jin1,2, FENG Xiao-yi2, WANG Ming-jun3 
(1.Department of Computer and Electronic Information, Shaanxi Xueqian Normal University, Xi′an 710100, China;  

2.College of Electronic Information, Northwestern Polytechnical University, Xi′an 710072, China;  
3.College of Electronic Information, Xianyang Normal University, Xianyang 712000, China) 

ABSTRACT: Objective To study radiation property and radiation law of electromagnetic sources in homogeneous anisotropic 

medium. Methods Based on the direction multi length standard theory of EM waves, the non-homogeneous differential equation 

of scalar potential was established. By solving this equation, explicit exact representations of scalar potential and magnetic vec-

tor potential were developed respectively; and their validity were demonstrated through comparing them with the available lite-

ratures. Results The radiating field of an electric dipole was acquired in the presence of anisotropic medium, and this obtained 

radiating field was in agreement with that in the available reference as the material being the isotropic one. The radiation cha-

racteristics of the electric dipole were simulated and analyzed physically. Conclusion In the anisotropic medium, the radiation of 

an electric dipole has the anisotropic property. When radiation is observed in one direction, the larger the dielectric constant in 

the direction vertical to the observing direction is, the more intensified the radiation is. It provides a theoretical basis for engi-

neering optimization design of radar and antenna in anisotropic media such as magnetized plasma. 

KEY WORDS: electromagnetic radiation; electric dipole; scales theory.

随着电子科技应用的不断进步，各向异性介质中

如磁化等离子体、晶体以及复合介质等越来越多的光

电磁问题受到国内外学者及国防等的普遍关注，得出

这些介质中电磁源的解析表达式显得尤为重要。这一表
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达式的获得不仅是完善电磁场理论本身发展的需要，

而且在各向异性介质中目标识别、雷达天线等领域有

着重要的应用前景。在这一研究领域，N.P. Zhuck在四

维空间得到独立于坐标的格林函数[1]，各向异性介质

中的并矢格林函数十分有用，提供了获得该介质中电

磁场的简便方法[2]。在某些各向异性介质的空间域上，

人们对精确封闭形式的格林函数进行了较为详细的研

究[3]。同时，旋光双轴各向异性介质、具有仿射变换

的单轴双各向异性介质以及轴向双各向异性介质中

的格林函数已被详细地描述[4—8]。实际上，基于国际

单位制，国内外学者在各向异性介质中电磁波的辐

射、传播等方面做了许多有意义的探索。一种创新

性的理念——多长度在不同的方向进行不同的伸缩提

出以后，被证实可以将均匀各向异性介质变换为均匀的

各向同性介质，可以进行目标整形，如将椭圆柱体整形

为圆柱体。在将这一多长度标准应用与研究各向异性

介质时，必须研究电磁场理论的多长度标准变换及其

应用[9]。以文献[10]为基础，当等离子体球的半径远小

于入射电磁波的波长时，人们获得了等离子体球内外

的电磁场表达式[11]。基于电磁场的多长度标准变换理

论，位于平面电磁波照射和波束照射下，一个各向异性

均匀介质球内外的电磁场得到了详细的研究[12—13]，进

而人们获得了均匀各向异性介质球的瑞丽散射特性，并

做了仿真与分析[13]。因此，各向异性介质中电磁波的

传播、目标散射及其电磁源的辐射受到国内外学者的

普遍关注。 

文中所讨论的内容是文献[10—14]中各向异性电

磁问题的扩展与延伸，主要贡献有以下几点：获得

了电各向异性介质中的 d′Alembert 方程；提出了各向

异性介质中的洛伦兹规范；利用电磁场的多长度标准

理论将各向异性介质中的非齐次波动方程重构为各

向同性介质空间的非齐次波动方程；获得了各向异性

介质中矢量磁位和标量电位的推迟势表达式。整篇

文章中电磁场的时间因子采用 ejωt 且予以忽略，矢量

用 黑 斜 体 表 示 ， 矢 形 式 的 介 电 常 数 设 为

ε=ε0(ε11e1e1+ε22e2e2+ε33e3e3)，其中 ei(i=1,2,3)为笛卡尔

坐标系中的单位矢量。  

1  各向异性均匀介质中的光电辐射场 

1.1  电各向异性介质中标量势的达朗伯方程 

在一般坐标系中，无耗均匀各向异性介质的电

磁参数如果用矩阵描述将是一个对称矩阵，例如介

电常数张量可以表示为： 

11 12 13

0 12 22 23

13 23 33

 
   
  

  
   

  
ε  

利用矩阵知识可以获得上式的三个特征矢量和

三个特征值 λ1，λ2，λ3，选择该三个特征矢量作为新

坐标系的单位矢量。为方便起见，称这一新的坐标系

为主坐标系。在主坐标系中，上式变为： 

1

0 2

3

 
   
  


 


ε  

主坐标系中的电磁量和一般坐标系中的电磁量

可用特征矢量加以转换，因此只需研究主坐标系中

的达朗伯方程。为了习惯上的方便，仍将 λ1，λ2，λ3

表示为 λ1→ε11，λ2→ε22，λ3→ε33。设主坐标系中电磁

参数的并矢为： 
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介质中电磁源和电磁场所满足的微分方程，具

体为： 

0

t

t
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  
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
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
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   (1) 

上述方程是研究各向异性介质中辐射场的基

础。由于 0 B ，所以，可以令： 
 B A                     (2) 

式中：A称为矢量磁位，一般情况下是空间位置

和时间的函数。将式（2）代入式（1）的第二式可得： 

t


  


 A

E                         (3) 

由于式（3）的获得未涉及介质的电磁参数，所

以对各向异性介质有效，具有规范不变性。其中 φ称

为标量电位或标量势。将式（2）、（3）的电场强度

与电位移矢量的关系代入式（1）的第一式可得： 

0
r t

             




A
ε             (4) 

其中 εr=ε11e1e1+ε22e2e2+ε33e3e3，称为并矢形式的

相对介电常数。式（4）为标量电位和矢量磁位耦合

的微分方程，求解十分困难，幸运的是矢量磁位 A

的旋度已确定，但其散度没有给定，为简化式（4）

提供了可能，只要提出合理的散度规范，就可以进行

简化。各向同性介质空间，由于麦克斯韦方程仅给出

了矢量势 A的旋度，没有确定该矢量势的散度。洛伦

兹基于此提出了各向同性介质空间的规范已经被证

明在简化达朗贝尔方程方面很有用，并具有明显的物

理意义，但该规范不适应于各向异性介质空间。在各

向异性介质空间，矢量势的散度与标量势的关系必须

满足：等式两端在量纲上相等；包含了各向同性介质
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空间的洛伦兹规范。为此，提出以下各向异性介质空

间的规范[15]，具体为： 

 
 2 2 2

11 22 33

23

r

rε tc

      
    


A           (5) 

其中
0 0

1
c

 
 是自由空间电磁波传播的相速

度。利用各向同性介质的电磁参数： 

 0 1 1 2 2 3 3
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方程 （5）变为： 

0 0r r t


  


   A                       (6) 

式（6）是各向同性介质空间的洛伦兹规范，也

表明了提出的各向异性介质空间规范式（5）的有效

性。 利用式（5）和（4）可得： 

 2 2 22 2 2 2
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             (7) 

微分方程（7）与各向同性空间的标量势满足的

微分方程
2 2 2 2

2 2 2 2 2
0
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x y z c t
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十分相似，可

称为各向异性介质中的达朗伯方程。同样由关系表达

式（5）和麦克斯韦方程可得矢量磁位的表达式。 

1.2  标量势和矢量势的时谐解 

将式（7）和各向同性介质中的非齐次微分方程

进行比较，不难发现，求解式（7）的困难在于空间

导数前面的系数 εii 的存在。为此，可引入方向长度

多标准坐标系 ' ，令其长度关系为： 

1 2 3

11 22 33

, ,
x y z  
  

                (8) 

方程（7）将变为： 
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应注意的是式（9）中的标量势和电荷分布是在

主坐标系中给出的。为了简单起见，研究时谐场，设

时间因子为 ejωt，ω为角频率。由文献[10—11]可得： 

     
1

2
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                             (11) 

将式（10）、（11）代入式（9），得到： 

 

2 2 2
2

2 2 2 1
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式中：
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3
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 。 

利用格林公式和 Sommerfeld 辐射条件，可得方

向长度多标准坐标系中标量势的解为： 

 
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利用方向长度多标准坐标系和主坐标系电磁参

量的变换关系可得主坐标系中标量势的表达式： 
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 利用式（5）和麦克斯韦方程可得矢量磁位表达式： 
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(15) 
由此可以看出，相对磁导率仅对标量势的相位有

贡献，对幅度大小没有贡献。除此之外，矢量磁位的

大小正比于相对磁导率，且是介电常数并矢的复杂函

数。如果所得各向异性介质中结果正确，应包含各向

同性均匀介质中矢量磁位和标量电位的解析表达式。

当 εii=εr(i=1,2,3)，介质将变为各向同性电介质，将其

代入式（14）、（15）可得： 
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显然，上述结果与现有电磁场理论所得各向同性

介质空间矢量磁位和标量电势的时谐表达式完全一

致，说明了式（14）、（15）的正确性。 

1.3  电偶极子辐射场 

前面得出了电各向异性、磁各向同性介质中电磁

源的矢量磁位 A和标量电势 φ，因此，由麦克斯韦方

程可以得出该介质中的辐射场，也可称为时谐电磁源

的推迟场，具体为： 
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由式（15）可得分量表达式：式中： 
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1, 2,3, , ,

3
12π

r r x x y y z z
i m k R

c
c

       
     

       
      
 
 

     

代入式（17），可得辐射磁场为： 

           
1 2 32

0 33 22 33 11 11 22'

' ' ' '' '
d '

jkR
z y y xx z

r v

y y J z z J x x J y y Jz z J x x Jjkm e
v

R       

                       
  

H e e e  (19) 

为了简单起见，将式（19）变换到球坐标系，并考虑位于坐标系原点的电偶极子，且   d
' d ' '

d
v

t
 
p

J r p ，

方位角为（θ0，φ0），则： 

   
 

1
2 2 2 2 2 2

11 22 33

sin cos sin sin cos

2 2 2 2 2
0

11 22 33

0 0 0

33 22

0 0 0

33

sin cos sin sin cos

sin sin cos cos sin sin ˆ ˆˆsin cos cos cos sin

cos sin cos sin cos cos

jkr

r

jkm e

r

r

 
    

 
 

 
  

 


  



    
  

      
  

     
    

 

     
 

H

 
   

11

0 0 0 0

11 22

ˆ ˆˆsin sin cos sin cos '

sin cos sin sin sin sin sin cos ˆˆcos sin

r

r

 
 
 
     
 
  
  

    

       
 

 

p

       (20) 

对式（20）求旋度，并代入式（17）可得电场。在各向异性介质中，任意电流分布的辐射电磁场的表达式十分

的复杂。为了简单起见，研究位于坐标系原点且沿 z 轴放置的电偶极子 '
zp 的辐射磁场，即 θ0=0。式（20）简化为： 

    2 2
11 22 11 222

1
2 2 2 2 2 22 11 22 11 22 112

11 22 33

sin cosˆ ˆˆsin sin 2 sin 2 sin 2 sin
2 4

sin cos sin sin cos

jf
r

k

           
    

  
 

          
     

    
  

H

  (21) 
其中： 

1
2 2 2 2 2 2

11 22 33

sin cos sin sin cos

'2

1
2 2 2 2 20 33 2

11 22 33

sin cos sin sin cos

jkr

z

r

p ek m
f

r

    
  

  
    
  

 
    

 


 
  

 

 

代入（17）可得： 
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 22 2 2 2
11 22 2

2 2
11 22 33 22 11 11 22

2 2 2 2 2 2 2
1

0 11 22 33 22 11

sin cos cos sin cos sin sin cos sin cos
ˆsin sin 2 sin 2

8

cos cos cos sin sin sin cosˆ sin

r

jf



   
       

    

  
     

  

            
      

       
      

E

 

 

2

1 22 2
2 2
11 22

2

11 22

2 2
11 22

cos sin 2 sin 2
8

ˆ sin 4 sin 2
8

 
 
 
 
     

   
 

 
 
  


  

 

 
  

 

(22)

 式（21）、（22）是各向异性介质中电偶极子的辐

射场。当介质为各向同性介质，即 33 22 11      ，

式（21）、（22）变为： 

  

'

'
2

0

ˆsin
4π

ˆsin
4π

j r
v

z

j r
rv

z

j
e p

vr c
v

j
p e

v r








 
 





 

 
 

H

E

  
 (23) 

    式（23）与文献[16]计算的各向同性介质中电偶

极辐射完全一致，表明了结果（21）、（22）的有效性，

进一步验证了矢量磁位和标量电位（14）、（15）的正

确性。辐射能流的平均值为： *1
( )

2 r

Re S E H ，将

式（21）、（22）代入可得径向分量： 

 

23 2 ' 2 2 2 2 2 2
2

2 2 3
2 2 2 2 2 11 22 330 33 2

2

11 22 33

2 22 2 2 2
11 22

2 2
22 11 22 1111 22

1 cos cos cos sin sin
{[sin

2
sin cos sin sin cos

sin cos sin cos
] [ cos sin 2 sin

8

z

r
r

k m p c
S

r

 
    

  
  

 

   
     

   

    
    

    
  

      
    

 3

11 222 2
3 3
11 22

2 ] [ sin 2 sin 4 sin 2 ]}
32




 
   

 

    (24) 

 
其中 m，k 的具体表达式见式（19）。以典型各向

异性介质石膏为例，观测点距电偶极的距离为 10 km，

其相对介电常数为 εr=9.9e1e1+5.1e2e2+4.6e3e3。式（24）

的部分仿真结果如图 1—4 所示，在垂直于电偶极的

方向，辐射最强，这一点和各向同性介质中的电偶极

辐射相同。当 φ 从 0 增加到 0.5π 的过程中，辐射不

断增强。当观测点位于（0.5π，0），与电偶极子垂直

方向的相对介电常数为 5.1；当观测点位于（0.5π，

0.5π），与电偶极子垂直方向的相对介电常数为 9.9。

由于在笛卡尔坐标系中三个坐标轴方向的介电常数

具有相同的地位，因此图 1 表明，在各向异性介质中，

电偶极的辐射特性具有各向异性特性。也就是说，在

 

 

图 1  能流密度随 θ的变化 

 

图 2  能流密度随φ的变化 

 

图 3  能流密度随 ε3 的变化   
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图 4  能流密度随 ε1，ε2 的变化 

某一方向观测时，与该方向垂直方向的介电常数越

大，辐射越强，反之亦然。图 2 为辐射随角度φ的变

化，径向辐射的变化特点与图 1 相同。图 3 表明，在

电偶极子方向上的介电常数越大，径向辐射越小，图

4 为介电常数张量对径向辐射的影响，可以看出，随

着介电常数的增大，径向辐射增强，与图 1 具有相同

的变化规律。各向异性介质中电偶极子辐射的各向异

性特性为涂覆各向异性介质目标的识别与隐身设计

提供了理论参考。 

2  结语 

基于电磁场的方向长度多标准理论，研究了各向

异性介质中的光电辐射问题。首先提出了各向异性介

质中的洛伦兹规范，得到了电各向异性介质中的

d'Alembert 方程。以此为基础获得了各向异性介质中

时谐场的推迟势表达式，与各向同性介质空间的推迟

势进行比较，验证了该表达式的正确性。以电偶极子

为例，对各向异性介质中的辐射电磁场特性进行了仿

真与分析，给出了各向异性介质中电偶极子辐射场的

表达式。当介质为各向同性介质时，所得结果与现有

文献结果完全一致，表明了结果的正确性。文中所得

结果为各向异性介质如降雨、等离子体中的雷达、天

线等工程设计以及各向异性介质天线、各向异性介质

波导和各向异性目标检测等领域研究提供了理论基

础和有益探索。 
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